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Este artigo examina as rela~oes da area ocupada e tempo de opera~ao para alguns tipos 
de somadores binarios. Discute-se, entre outra, os tipos: "ripple-carry", "preví sao de 
carry" e "preví sao de carry l ogaritmi co". Para este Ül timo apresenta-se um programa para 
gerar automaticamente seu lay-out. 
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This paper examines space and time bounds for sorne binary adders. lt includes a dis 
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routine for automatic lay-out generation of logarithimic look-ahead adders is presented. 
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INTRODUCJíO 40 

O objetivo deste artigo é o estudo de alguns tipos somadores binarios de N bits adequ~ 

dos para integra~ao em grande escala. Ao estudar um determinado projeto de somador, lev~ 

remos em canta nao semente o tempo de soma e o espa~o ocupado pelo somador, como também 
a regularidade de cada modulo e o problema topologico de liga~ao entre estes diversos mo 
dulas. 

Na se~ao 2, lembramos que teoricamente urna soma de operandos de qualquer comprimento p~ 

de ser feíto em tempo constante, desde que tenhamos o circuito adequado - cujo espa~o 
cresce exponencialmente como numero de bits. A seguir, focalizamos a situa~ao inversa , 
em que mostramos que com um circuito fixo podemos sornar operandos de qualquer comprime~ 
to com tempo crescendo línearmente como numero de bits dos operandos. 

A se~ao 3 apresenta o "Rípple Carry", que é um dos esquemas maís simples de realizar a 
soma, ten do tanto o espa~o como o tempo O(N). A seguí r é mostrado o "Manches ter Carry -
Chain", um aperfei9oamento do "Ripple-Carry", com algumas caracteristicas proprías. 

Na se~ao 4 é apresentado o método de "Carry Lookahead". A versa o 1 ogaritmí ca do soma dar 
é discutida e um programa para gera~ao é apresentado. 

Finalmente, a se9ao 5 apresenta compara9oes entre os varios métodos e as conclusoes fi 
nais. 

COTA INFERIOR DE lEMPO E ESPACO 

COTA INFERIOR DE lEMPO 

Como sabemos, qualquer fun9ao logica pode ser realizada em 3 etapas: na prímeíra, obte 
mas os inversos dos dados de entrada (se eventualmente estes ja estao disponiveís, esta 
etapa pode ser dispensada); na segunda, obtemos os P-termos utilizando a opera9ao logíca 
"E"; finalmente na terceira etapa obtemos a fun~ao desejada fazendo o "OU" dos P-termos 
obtidos na segunda etapa. 

Como a soma binaría de N bits nada maís e do que N fun~oes de 2N, 2N-2, 2N-4, ... , 2 va 
ríaveis binarías, podemos utilizar esta ídeía para obter um somador, como no esquema da 
do a seguí r: 

1 

1 1 

lL' _''_'"_"'_'"_· '_"'_'-_''_• "_'_' ___ __j~ '• 
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Esta é a maneira mais rápida de achar a soma, cujo tempo de opera~ao é independente da 

1 argura dos operandos. Este tempo tem o va 1 or da soma do tempo de um inversor mai s o tem 

podo "E" mais o tempo do "OU". Infelizmente, no entanto, a área necessária e exponenc_i 

al (basta ver que apenas para obtermos o s 11 precisamos de (2 ** (2*N)) linhas), 

O esquema acima apresentado sup5e portas l5gicas sem restri~ao de "fan-in". Se conside 

rarmos que as portas podem ter "fan-in" máximo igual a 'R', entao a cota inferior de tem 

po Winograd sera: 

TEMPO ~ O(LOG(R) (2+N)) 

Porém tendo urna fun~ao area: 

A ~ 0(2**N) 

Brent mostrou ser possivel construir somadores com "fan-in" limitado de forma que: 

T ~ O((l+E) *LOG(R) N) 

A ~ O(N*LOG N) 

Onde E+ 0 quando 1~ -7 Infinito, (Brent) 

COTA INFERIOR DE ESPA~O 

Tomando o extremo oposto do caso anterior, podemos tambem realizar a soma de N bits ten 

do apenas um somador de 3 bits (isto e, um circuito de complexidade constante), Com isto 

sacrifica remos o tempo de soma, obtendo somas em um tempo l i nearmente dependente da lar 

gura dos operandos. 

Seria um esquema do seguinte tipo: 

Sm1ADIJK DE 

3 BITS 

¿ 

Este esquema, com apenas um somador, o carry de cada d]gito e realimentado para realizar 

a soma dos bits de ordem imediatamente superior no ciclo seguinte da soma. 

Neste caso ternos: espa~o O(N), tempo O(N) e espa~o x tempo O(N 2 ). Este esquema e o que 

provavelmente temo melhor valor (espa,o x tempo). 



SOMADOR COM RIPPLE-CARRY 4 2 

No caso simples a soma de N bits é dividida em N somadores de 3 bits, cada um calculan 

do: 

Donde: 

S; A; ltl B; <±l Ci -l 

C; A; B; + (A; + B;). C; -l 

IIREA = O(N) 

E: 

TEMPO = 0(3*N) 

Pois em cada modulo acima, para se obter a soma a partir dos 3 sinais de entrada, neces 

sitamos de 3 niveis lÓgicos. 

MANCHESTER CARRY CHAIN 

r urna variante do somador com ripple carry ande é colocado um meio mais rapido para pr2_ 

paga~ao do carry. Ao in ves do carry C; _1 ser processado como urna vari avel de entrada do 

bloca somador (gastando no minimo 2 unidades de atraso para se propagar ao bloca segui_t:l_ 

te) faz-se com que o carry seja gerado ou bloqueado em cada estagio por meio de chaves 

colocadas em serie com o "percurso de carry". Esta opera~ao de acionamento de chaves P2_ 

de ser feita simultaneamente em todos os estagios de forma que o tempo de soma fica sen 

do dependente do comprimento fisico da linha do carry. 

O diagrama a seguir ilustra a ideia. 

Onde: 

P = A; @ B;: Carry é propagado se A; t- B; 

1< = (-A;). (-B;): Carry de saida sera zero ("l<ill") 

G = A; .B;: Carry de saida sera um ("Gerador"). 
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A area ocupada é O(N), porém temas dais casos a analisar para o tempo de propaga~ao: 

Caso l - Supondo que a propaga,ao do carry seja em urna linha de transmissao com param~ 

tros distribuidos, No pior caso o tempo de propaga~ao é A*L**2, onde L é o comprimento 
da linha, 

T O(L**2) 
Caso 2 - Supondo que amplificadores sejam colocados a intervalos convenientes da linha 

de carry (Mead & Conway 80), 

com Atraso D 

n bits com atraso D 

Ternos (N/M) se,ües com atrazo 4*0, Escolhendo-se M de tal forma que o atrazo D seja 

igual ao de um nivel de lógica: 
TEMPO = (N/M)*4 0(4*N/M) 
COMO EM GERAL M 4, 
TEMPO = O(N) 

SOMADOR COM PREVISIIO DE "CARRY" 

PREVISIIO DE "CARRY" 

Ao se observar o circuito de um somador notamos que o que determina basicamente o tempo 
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de soma é a espera de cada somador elementar pelo carry do estagio anterior. 

Urna idéia alternativa consiste em dividir os operandos de N bits, em grupos de P bits 

(vamos supor que N é mültiplo de P). Se pudéssemos saber instantaneamente qual seria o 

carry resultante de urna soma de um grupo de P bits, entao seria poss1vel saber-se o re 

sultado da soma dos N bits com urna velocidade P vezes maior, 

Na realidade, este tempo de previsao nao é nulo. Vamos supor que o tempo de previsao de 

carry de um grupo de P bits é T. Neste caso o tempo de soma dos N bits sera: 

N/P*T * (Tempo de um Estagio) 

Podemos notar que este esquema é realmente mais rapido, por um fator de P vezes, mas a 

sua velocidade continua sendo urna fun~ao linear de N. 

Esta é a ideia central do somador de "Carry Lookahead", que tem um esquema do seguinte 

tipo: 

.......... ~1 
~, ~ 1 ~ 

¿ ........... ¿ 
~n-r+ l 

Cada caixa acima tem um circuito convencional (ripple-carry) para obter a soma dos P d1 

gitos e mais um circuito especial para obter o carry de sa1da (antes da soma). 

Para este circuito teremos: espa~o O(N), tempo O(N/P), espa~o x tempo O(N**2/P). 

Nos soma dores de "'Carry Lookahead" exi stem duas fun~oes auxiliares de grande 

cia, que sao definidos como: 

Gi = Ai. Bi 
pi = Ai (t) Bi 

importa.':l_ 

O Gi é a fun~ao de "Gera~ao de Carry", e informa se no i-ésimo estagio sera ou nao ger~ 

do um carry, o Pi é a fun~ao de "Propaga~ao de Carry", e informa se o i -es i mo es tagi o 

propagara ou nao um carry que venha do estagio 1-l. 

Como sabemos que: 

si = Ai El si 11) ci -1 

Ci = Ai.Bi + Ai.Ci-1 + Bi.Ci-1 
Podemos deduzir que: 

Si=Pi@Ci-1 

ci = Gi + Pi.ci-1 
A segunda expressao é bem intuitiva, informando que este estagio ira ter um carry na sa1 



da, se ele for gerado aqui ou propagado do 

A vantagem de usar estas fun~oes auxiliat·es Pe G e que te¡~emos circuitos mais simples 

do que se calculassemos os carry's diretamente dos A; e B;, Assim, para um bloco de 4 
bits (P = 4), teremos as seguintes funr,;oes para o carry de saida: 

C4 = G4 + G3.P4 + Gz,P4 + Gl.P2.P3.P4 + C0,Pl.P2,P3.P4. 

Esta formula é também bastante intuitiva, e significa que ou o carry é gerado no quarto 

estagio, ou entao gerado no terceiro e propagado no quarto, e assim por diante. 

CARRY LOOI<AHEAD LOGARiTM!CO 

Urna outra solur,;ao, mais rapida e sofisticada, utiliza urna funr,;ao auxiliar mais complexa: 

F((Gi, Pi), (Gj, Pj))~ (G; + Pi.Gj, Pi.Pj). 

Onde ! e J sao quaisquer (nao necessariamente adjacentes). r possivel mostrar que esta 
funr;ao pode ser usada para calcular todos os carry's e que ela e associativa. 

Isto tem a vantagem de que estes calculas podem ser iniciados em todos os estagios em p~ 
ralelo, dando um circuito em forma de arvore binaria: 

Este circuito produz, em um tempo logaritmico, o carry resultante da soma dos N bits (no 
caso N= 8). No entanto, para obtermos os 8 bits da soma, nao basta termos c8. Necessit~ 
mos também ter c1, c2, ... , c7. Para obtermos es tes cany's restantes, precisamos de 
mais urna arvore binaria (parcial), montado segundo o esquema a seguir: 
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0:LCULO DOS Pi e G1 

m 
~ 

ii! 

~ 
N 

Baseados nesta ideia, primeiramente descrita por Brent e Kung (79), podemos construir um 

somador, cujas características de tempo e espa~o dadas por: 

ESPA~O = O(n. log(n)) 
TEMPO = O(log(n)) 

Para que o lay-out se torne regular Brent introduziu a no~ao dos "processadores brancos" 
e dos "processadores pretos" cuj as fun~oes l ogi cas sao dadas por: 

Processador preto: recebe como entrada - pi, pi, gi, gi 

gerando: pout = PiPj 

gout = gi + pigj 
Processador branco: recebe como entrada (gin, pin) e gera dois grupos de 

sinais iguais tais que, gout = gi e pout =pi. 

Finalmente, para a gera~ao de soma basta acrescentar um estagio final que realize: 

Si=Pi+Ci-l" 
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Como o lay-out obtido e extremamente regular, ternos no apendice 1 o texto fonte de um pr~ 

grama para gera~ao automática de somadores logar1tmicos. Para adapta-lo a urna dada tec 
nologia, basta se definir os lay-outs (em CIF, p.ex.) dos processadores brancos, pretos 

e de sua interconexao. A fig. abaixo mostra urna sa'ída simbólica do programa para um soma 
dor de 16 bits. 

n = 16 

PPP 
PF'P 

PPF' 
PF'P 
P*P 

<1; 

F'UMtl).,,, 

* 
" p¡j::p 

ppp 

*UUMU**-

F'F'P 
PPP 
P:t:F 

* ** . *· 

*********** 

* ** ... 

PPP 
F'F'F' 
pu~ 

" * * • 
*' ·*· 

)~*********** 

ppp 

F'PP 

P*** 

PPP 
PPF' 
F'H 

PPF 
PPF' 
P*P 

****** 

, .. 

" ' • 

CONCLUStlES 

****1,( 
**"'*** 

"* **' F'PP 
F'*F' 

)~***** 

" ·*· 

***F' 
PF·F· 

P** 
"' '* ''* 

' " ·'· 

*******U:«:« 
• • , ~p¡:*;¡o¡:~cF' 

ppp 

~"*** 
****** ***** ****** 

''* "' PF'F 
¡:·~¡:p .. 

* ' " . '. 

PPF' 
F'Pf· 
F'U 

*** 

F'PP 

" ' ' *' ·*· 

'** 
MP 

" * 

****** **H 

' " ... 

F'PP 
PPP 

**' 

** ' ' 

Para somadores de tamanho moderado, a melhor op~ao continua sendo o 

Chain, que tem tanto a area como o tempo linear com n. 

PPP 
PPP 

*' . *· 

** . '. 

'" F·f'P 
P.l:F' 

" ' ' " ·'· 

Manchester Carry 

Para somadores de tamanho grande, onde a velocidade e um fator importante, o circuito 

com previsao de carry logarítmico e o mais indicado, pois com ele ternos um lay-out reg~ 

lar, adaptado para circuito com alta integra~ao com urna penalidade de area que cresce 
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com n.log(n). A tabela abaixo mostra um resumo dos resultados obtidos. 

SOMADOR TE MPO ES PACO 

Ri pp 1 e-Carry 0(3n) O(n) 

Manches ter O(n) O(n) 

Lookahead simples o({ n) O(n) 

Lookahead logarítmico 0(2 log(n)) O(n.log(n)) 

BIBLIOGRAFIA 

WINOGRAD, S. "On the time required to perform addition", J.A.C.M., V2-2, Abril 1965; 

BRENT, R. "On the addition of binary members", Trans. on Computers, C-19, Agosto 1970; 

MEAD C.A., Conway, L. "An introduction of VLSI systems", Addison-Wesley, 1980; 

HWANG K. "Computer Arithmetic", John Wiley, 1979; 

BRENT R., KUNG H. "A regular Lay-out for parallel adders", Technical Report, CMU-CS-79-

131, Carnegie-Melon Univ., 1979. 



short 

short 

Programa Para •erar automaticamente 
o Lawout do Somador Lookahead 

Modo de usar! somador 
onda 1 = log(2) n 

1* Coordenadas a/ 

rnain (ar~c, arsv> 
char aaarsv; 
{ 

resister i7 
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1og(2) In) *1 

if ((1 atoi Car•vC1Jll <= Ol { 
Printf 1'1 inva1ido\n'll 
exit <1ll 

1* le o valor de 1 *' 

} 

} 

n = ¡; 

for <1 01 i <= 11 it+l { 
seek (Q, i• Oll 
linha1 <1 << ill 

for (i = 11 i < 11 ittl < 
seek co, i+l• 011 
linha2 (1 << Cl-il ll 

} 

exit <Oll 

1* end main a/ 

1inha1 Cil 
resister il 
{ 

} 

reSister Jj 

for (J 01 J < ni J++l { 

} 

if lrw == Ol 
branco Cll 

else if (J Z i == Ol < 
Preto ()¡ 
fio lrx + li 

} else 
branco (ll 

seek (1, o, lli 

/a end linhal a/ 

linha2 Cil 
reSister i; 
{ 

reSister J; 

for (J 01 J ni Jff) { 

/1 calcula n a/ 

1* Linhas da Primeira Arvore *1 

/1 Linhas da Segunda Arvore a/ 

ll• rw-1)1 

if (J % i == li >> 1) && J < n - il { 
Preto ()1 



} else 
branco ()1 

seek <1• o, 111 
50 

} 

} /1 end linha2 1/ 

fio <x• y) 
{ 

!******************************************************** 
* * * Neste Ponto Insere-se o codiso Para ~erar UJ~a * * lisacao do Ponto (>,,s) ao (rxvr~) * 
* * ******************1************1************************1 

> /1 end fío 1/ 

se e k <x• y, rl 
{ 

if ( r) { 
rx += x; 
r~ += s; 

} el se { 
rx x; 
r~ ~y 

} 

} /* end se e k 1/ 

branco () 
{ 

1*************************************1******1*1********* 
* * * Neste ponto insere-se o Codigo PBI'a serar * * um Processador Branco no Ponto (rxPr!~) * 
* * **************************1*****************************1 

J /1 end branco 1/ 

Preto () 
{ 

1**************1*********11111111111111111111111111111111 
* * 1 

* * 
Neste POJ1to insere-se o Codi~o Para serar 
um Processador Preto no POJlto (rx,rs) * 1 

* 1111111111111111111******1111111111111111111111111111111/ 
> /1 end Preto 1/ 

#SYSt 


